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Infroduction

« L'intégration est le calcul d’une intégrale

c’est-a-dire I'aire sous une courbe ou celui d’'une primitive W,
Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716)

* Notation : symbole mathématique représenté par un S allongé :

_[ ce qui signifie somme (summa en latin), introduit par Leibniz

c.a/d. d'une infinité de quantités infinitésimale selon Leibniz ...

Justification : l'intégrale de Riemann

Généralisation : I'intégrale de Lebesgue

Applications : intégrales curviligne, de surface, multiple



Calcul d'aire

« Dans le cas d’'une fonction continue positive,
On note 1=[0,a] le domaine d’intégration

f(a) -

« L’integrale de f sur | est noté ;

joaf(x) dx

dx ? indique que l'on intégre sur la variable x

par petites tranches
dx est une forme différentielle, il s’agit d’intégrer
f(x) dx sur le chemin d’intégration [a,b]

Jx) ay




Calcul de primitives

Permet de calculer l'intégrale d’'une fonction f(x)

On introduit la fonction F(x) dérivable appelée primitive de f:

F'(x) = 1(x)

Isaac Newton
1642-1727
Calcul de l'intégrale sur [a,b] :

b
| reodx = (Fe1s =Fb) - Fa)

51 F(X) peut étre obtenues par ses intégrales indéfinies :
F(x) = [ f(Ddt+ K avec K=F(a)

Sous certaines conditions le calcul d'intégrale a I'aide de la primitive (opération
de primitivation) est équivalente a celle de calcul d’aire sous une courbe

cf. le théoreme fondamental de I’analyse (Newton) :

1: certaines fonctions sont « la dérivée de leur intégrale»

2: certaines fonctions sont « l'intégrale de leur dérivée»



»

Calcul d'integrales -

v

« f(x)=1: fonction constante 0 q
. a
calcul par les aires : [1dx=1xa=a

La primitive est F(x) =x : ['1dx =F(a)-F(0)=a-0=a \

. f(x) = x, primitive F(x) = x2/ 2 \
f(x) = xk , primitive F(x) = xk*1 / k+1 pour k # -1 ~—

f(x)/~ 1/x , primitive F(x) = In [x|  (logarithme népérien) * \

(X) = F(X) =e* (exponentielle)

y A
f(x)=cos(x) , primitive F(x) = sin(x) - Co
f(x)=sin(x) , primitive F(x) = -cos(X) h
f(x)=tan(x) , primitive F(x)= -In |cos(X)| B

| Attention aux domaines de définition ... — =¥ | >




Propriétés

» Calcul de la moyenne d’une fonction f sur I'intervalle [a,b] :

1 b
b—aj f(x)dx

m:

« Relation de Chasles :

jacf(x) dx = Lbf(x) dx+fbcf(x) dx

¢ alors f:f(x) dx = 0 et f:f(x)dx = — fbaf(x)dx

 Linéarités :
soit k réel alors [k f(x)dx =k [, f(x)dx

Lbf(x) dx + jabg(x) dx = jab (f + 9) (@) dx

(linéarité de la fonction integrale)

Michel Chasles
1793-1880



Propriétes (suite)

* Intégration par parties :
si f et g de classe C! (dérivables et dérivées continues)

b b
j F() g'(0)dx + j Fe) 9@z e s
d'aprés la dérivée du produit : [ f(x)g(x) T = F(X)g(x) + f(x)g'(x)

Exemple) f(x)=In(x) et g'(x)=x

: x* ? 1 (2 x? 212 ) 3
fl x In(x) dx = [7 1n<x>]1 — j x dx = [71n(x)]1 _5[7]1 -2m2- >

« Changement de variables :
sy/f continue et g de classe C!

g(b) b
f F(x)dx = j Flg(0) g'(Ddt  avec x=g(Y

g(a)
avec dx=d[g(t)]=g’(t)dt

Exemple) I=[" 2t cos(t?) dt avec a=-VZ et b=2vZ . Soit g(t)=t2 le changement de
a 2 2

variable, g'(t)=2t d’ou I=fn2/ﬂ2 cos(x)dx = [sin (x)]i’}z =0-1=-1
7



Intégrer I’X

« X » c’est Polytechnique,

un polytechnicien Xannée de promo (pour les filles ont dit X7)
Premiére année ou « sup » (classe préparatoire supérieure) :

1 X2
xdx = |—
[ xax=[

2"de année ou « spé » (classe

2 22
x dx =
1 !

2
3¢me année toujours en « spé
[ x

213

1

1 1 ECOLE
= = — = POLYTECHNIQUE
2 2
0 _ N Y
préparatoire spéciale) : 0} IP PARIS
I 4 1 3
L, 2 2 2
» (les redoublants) :
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Aire du disque

* R rayon du disque, équation du cercle x2 + y2 = R2 y
y =f(x) = +/-VR?% — x* A, OMKxy)
R
. AireA:AJ,-A_:Zf_Jrll\/RZ—xzdx 0 \
-] + .

« Changement de variable : x=Rcos6 et y=Rsin@ A

d’'ou dx = d(Rcos6) = -Rsin6 d6 '

et vR? — x> = Rsinf

v ™1 — cos26 T
A= —2R2j sin?6do6 = 2R2f 5 do = ZRZJ Ede = 2R? 11/2 = mR*?
T 0 0
W
onction | |
COSIiNUS / 0 /
e e o L 0'1 - 905\"0,/ 2;0, el 9




Volume de la sphere

* R rayon de la sphere, équation de la sphere x2+y2+z2=R?

« Meéthode des indivisibles (principe de Cavalieri) :
decoupage en petits disques de rayon r(z) tq r’=R?-z2

A . Bonaventura Francesco
 Le volume V est l'intégrale pour z=-R a +R de Cavalieri 1598-1647

la surface des petits disques S(z)=1r r?

R 231F
mr2dz = nj (R*—z*) dz = anzz——
. 3
[R2-—R3/3+R3-R3/3]=4/3 1 R? - -
Sz
ol y
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Intégrales numeriques

» Les fonctions n'ont pas toujours de primitives explicites !
Exemple) f(x) = 1/In(x)

Quand on est dans le cas de courbes expérimentales, quand n’a pas de formules

Y
)

 Methode des rectangles/point milieu : |

soit une suite de points équidistants x;, f(x;)

avec p = X;,;-X; pour i=0 an

soit S; I'aire d’'un rectangle de hauteur f(x;) et de largeur p, /S‘
f

<

fx:)

alors | =Yicof(x)p

rectangie

éthode des trapezes : "
st I'aire du trapéze (voir figure)

A (FG)+/(x, )
Alors Itrapéze B Z?:O 2 — P




Integrale de Riemann

» Intégrale des fonctions sur un segment d’'une fonction reelles
bornée et presque partout continues* : fonctions continues,
continues par morceaux et les fonctions réglées ...

: A : : . . , B Ri
 Fonctions reglées : fonctions qui sont la limite uniforme d’'une err}%gjé_]'gzdm

suite de fonctions en escalier

* Fonctions en escalier : fonctions constantes par morceaux
: d
ervalle [c,d] : f x[c d] dx =d-c

Ainsi/sur [a,b] on aura :f f(x)dx = ’-Llf "f(x) dx =
o f Sy xlay by dx = (b — abf,

avec f; fonction indicatrice sur [a;, b,]

Donc l'intégrale d’'une fonction en escalier est une :
combinaison d’indicatrices, et on obtient la fonction en escalier
méme valeur pour toute décomposition

: : 12
(*) fonctions continues sauf un ensemble de mesure nulle



Intégrale de Riemann bis

» Intégrales inférieures et supérieures puis passage a la limite pour
Intégrer les fonctions réglées

« Soit l'intégrale inférieure de f: | (f) W

Cette intégrale doit étre supérieure a toute fonction I _
en escalier g inférieure af et ainsi :

g(x) < f(x) = [ g(x) dx < [7 f(x) dx

et I(f) :=sup f; g(x) dx < f; f(x) dx
gs

a . b

i i
De m&me avec I'intégrale supérieure de f : I,(f), fonction en escalier

Cette integrale doit étre inférieure a toute fonction
en escalier g supérieure a f et ainsi

Gaston

\\Aujourd’hui on utilise plutét les sommes de Darboux (avec un pas h)  baroux

1842-1917
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Intégrale impropre

 Ou intégrale généralisée.

« Convergence d’une intégrale impropre .
— Lorsqu’on intégre jusqu’a une borne infinie

pas de limite finie

I'intervalle d’intégration

« Exemple) l'intégrale de Dirichlet : por

j“” sin x s
dx ..

0 x IJ 0.4

est semi-convergente et vaut T/2 mais [

— Lorsque qu’on intégre jusqu’a une borne en laquelle la fonction n'a

— Lorsqu’on englobe un point hors du domaine de définition dans

% \sin x \J ]
j | " Idx diverge ! \/
0

14



Intégrale de Lebesgue

« Généralise I'intégrale de Riemann : limitation aux fonctions bornées
(pbm des integrales impropres), limitation aux fonctions réglées
=> extension aux fonctions étagées i.e. fonctions mesurables

. ., . Henri L
Utilise la mesure de Lebesgue pour intégrer les fonctions e

mesurables.
On introduit un espace mesurable (X,A,u) avec X espace euclidien R" ou
Cn, A la tribu des boréliens de X (intervalles ouverts, pavés, boules,...), Y
est la mesure de Lebesgue (aussi une probabilité sur I'espace de probabilité
(X,A)) :

finie de fonctions indicatrices i.e. fonctions étagees :
[¥;a, 1, du=Y;a, u(A,) pour tout a, réels

fonction étagée
intégrale de Lebesgue d’'une fonction f est construite par la borne
supérieure des fonctions étagées g : [, f du=sup [, g du
g=f
Si fA |f| du < 40 alors f est intégrable au sens de Lebesgue

15



Integrale curviligne

« La fonction a intégrer est a évaluer sur une courbe I pour un champ scalaire f
de I vers R : soit s, (t) 'abscisse curviligne paramétrée par la variable t le long

de I'arc (a,b) :

Joras=| G

i
s=y(f
: p=l
« Sifestde classe C!, alors : ) ST

b e
jrf ds = j FYO)Y ©ldt

I= [}

gomplexe (C=R?) : z=x+iy avec i*=-1

b
jrf (2) dz = j F(Y®)Y (t)dt / ‘\
Si Nest une courbe fermée on note : &J
b f(2)dz
r

Ainsi pour f(z)=1/z et [=cercle unité, y(t)=z = e alors

Gr-dz= [ " el dt=2im (cf. théoréme des résidus)
VA 0 et
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Intégrale de surface

« La fonction a intégrer est a évaluer sur une surface S de R3
pour un champ f scalaire ou v vectoriel.

« Champ scalaire :
soit X(s,t) le paramétrage de la surface S

L pas = | (s, )

dsdt rayonnement diffus
de I'univers

dx o dx
das ot

produit vectoriel
cule l'aire de S en prenant f=1
exercice) S=sphere de rayon R , aire(S)=41R?2 (idée : coordonnées polaires)

amp vectoriel :
g0it X(s,t) le paramétrage de la surface S, n normale unitaire de S

J TS ﬂ v(x(s,1)). (a_xxa_x> e

17



Integrale multiple

* Intégrale d’une fonction de plusieurs variables réelles
sur un domaine D de R", on évalue :

j...ff(xl, ey X)) dxy ...dxn
D

« Théoreme de Fubini :
application 2D sur des paves

U[a,b]x[c'd] fCx, y)dxdy = f b ( j i y)dy) dx

ement de variables :
puverts, ® transformation de U vers V (C!-difféomorphisme), det /4 le
determinant du jacobien de O :

jV f= ju(focb) det] o

Application :volume de la sphere derayon R, V = fS 1 dxdydz
P : (X,y,2) — (rcosBsing,rsinBsing,rcos®) d'ou detdy = —r?sing

21 T R
ainsi V =j d@j sin(pd(pj r2dr = 21 [—cos@]F R3/3 = 4/3 TR3
0 0 0 18



Conclusion

* Les intégrales sont incontournables en mathématiques :
* Probabilité

Géomeétrie

Géomeétrie differentielle :

théoreme de Stokes : f

dw = j I"w
M oM George G. Stokes
1819-1903

Analyse fonctionnelle, intégration
Théorie de la mesure /aurenT Schwartz
- Distribution (fonction généralisée, ex le dirac) 17l
Mathématiques appliquées : transformeées de Fourier, formulations
variationnelles, méthodes des éléments finis

. » De/nombreuses applications en physique : élasticite, mecanique des fluides,
| ecanique quantique, électromagnétisme, acoustique ...

courants surfaciques
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