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¢ Les nombres entiers_
- . R 195 Pt 1)
Entiers naturels : premier ensemble infini - “r% -
N*={1,2,3,...n,...} . SF N
N={0,1,2,3,...,n,...} < 4% S ii?
o e T
Construction par récurrence : o el O
@Agnes Rigny

- 0 ou 1 est un entier naturel,
- si n est entier naturel alors n+1 est un entier naturel ...

Tout ensemble en bijection avec N (ou N*) est dit dénombrable

* Les nombres étant ordonnés ... y en a t-il un plus grand ?

* Comment représenter un nombre ?

n peut étre aussi grand que I'on veut : n+1
N peut s’écrire explicitement toujours comme une succession de chiffres dans

une certaine base (binaire, décimale, ...) : 10019920330...888220202020
N peut s’écrire avec une mantisse et une exposant : 1,45567... 10'°
n peut s’écrire implicitement avec une formule : 1+2+3+...+100 = 50 x 101
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» Léchiquier
* Grains de riz sur I'échiquier :

> En Inde en -3000 AJC : Sissa pour récompense de sa présentation
du jeu d’échec demande au roi de mettre 1 grain de riz sur la 1¢
case, puis de doubler les grains a la case suivante et ainsi de suite
jusqu’a la 64¢me case. Le pays fuit alors ruiné !

> En effet le nombre de grains de riz :
N=14+2+4+8+..+2%=26-1=18446 744 073 709 551 615
soit environ 18 milliards de milliards de grains de riz !
il faut 1000 ans de production mondiale,
base année 2010 : 720 000 millions de tonnes

> |l faut environ 50 grains par cm3, soit le volume des grains de
I'échiquier V = 18 108/ 50 10 ~ 0,36 10*? cm3
Pour ce volume, calculons la hauteur de riz recouvrant la France :
h =V /640 000km? ~ 0,5 m

U Ie plus grand nombre premier connu validé en 2018 : 282589
933 -1

51¢éme nombre premier de Mersenne
I1 faudrait remplir de riz un échiquier d’au moins 9000 cases de cotés ! 5
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© Gogolplex

Le nombre gogol = 101 = 10...0 avec 100 zéros Mathematlcs
apparu en 1940 (E. Kasner & co) est bien grand que le nombre AND THE
de riz sur I'echiquier ! .
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* Le gogolplex = 1099 est un nombre avec 1 suivi de gogol
zéros soit plus que le nombre de particules élémentaires de
I'Univers pour le représenter

* Le gogolplexian =109%9rlex = est vraiment un tres grand
nombre !

:::::::::::::::::::::::::::::

* Alorigine du nom de la société Google moteur de recherche
sur Internet
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Puissances iterees de
* Incrémentation : Kﬂ“th

Addition:a+b=a+1+ ... +1avec b exemplaires de 1
Multiplication:axb =a+a + ... + a avec b exemplaires de a
Exponentiation:a®> =axax...xa avec b exemplaires de a

* Puissance itérées de Donald Knuth (1976) :
atb=a"> ondit:afléeche b ou a exposantb
attb=atar..1ta = avecbexemplaires de a
atrb=at (a1t (b-1)) sibnonnuletn>1
si b=0 alors a 1" 0 = 1 (convention du produit vide)
sib=1alors at"l=a

Donald Knuth
né en 1938

* Calculs prioritaires a droite :
atbtc=at(btc)=ar1the=
attention : = 38 = 1761 est difféerent de (32)% = 729

exemples)
3112=313=33=27
3112=3113=31313==3%=7625597 484 987
31112=31113=3113113=311 3% gigantesque

avec ~ chiffres! 5




Fleches chainees de ConwayO

* Encore plus grand :
a est un nombre (chaine de longueur 1)
a - b=a 1 b=aPestI'exponentiation (chaine de longueur 2)
a - b > n=a1"bestlapuissance itérée de Knuth

a->b - n- mchainede Iongueur 4 ... John Horton Conway
(1937-2020)

Forme générale : une chaine de longueur n est constituée d’'une «téte » X de
longueur n-1 et d’'un entier y positif ou « queue » de longueur1: X -y

* Propriétés :
PO RIR=S etX—>y—>1:X—>y
avecY =X > (X) - q

* Exemples :
a—>b—>2—>2:a—>b—>(a—>b):a—>b—>ab:ab
pour a=3 etb=2on a:

3-2-52-52=32=33=33 2)=...
=33 333332
=338:8 3 3 3:3%




¢  Nombre de Graham

* Entier naturel crée par Ronald Graham (1935-2020) qui a été l o
longtemps le plus grand nombre utilisé par les mathématiciens : en li | . 07
avec la théorie de Ramsey (combinatoire). '

* Définition avec les puissances itérées de Knuth :
G,=4
G =13 10u3i= SHEIAE S =G RN 2

G,=316m3
etainsiG =G, =3 1% 3

Encadrement avec les chaines de Conway (voir plus loin) :
o3 b4 2= G <30 3 LaBE 2

8 I
@n | mais la chaine3 - 3 - 3 - 3>>G! @




> Buan ®

Le plus grand nombre pour :
* un humain : lI'infini ou mieux les transfinis de taille ax

* mais un cerveau humain : 10 neurones

* une machine : 3,402 823 5 x 10% nombres en simple précision

AN ; . fom)
* un physicien : ~ 108 particules dans I'Univers L
* Un enfant de 8 ans en 1940 : 101 |e gogol
* un joueur d’échec : ~ 10'% parties, nombhre de Shannon eyun

* Un joueur de go : ~108% parties

* Un mathématicien :
nombre de Graham (Guinness Record 1980)

nombre de Rayo (établit en 2007) est un nombre inaccessible : plus petit entier
supérieur a tout entier définissable par une expression de langage* soit le plus grand nombre
spécifiguement nommeé ! Exemple : mille sept-cent-quatre-vingt-dix-neuf en 7 mots => 1800 !

9 =
) du premier ordre de la théorie des ensembles, en moins de gogol symboles ! (&)
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