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Suites de Farey
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La dission des cancres

+⊕ =
+

a c a c

b d b d

3/4 + 1/4 + 9/12 = 13/20 

4 4 12 3 1 9

20 20 20 20 20 20
⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =3 1 9 13

4 4 12 20

a c ad bc ad bc

b d bd bd bd

++ = + =

(mauvaise notation!)
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Les suites de Farey Nicolas Chuquet (1445-1500)



25/01/2018 F. Lavallou PlayMaths Kafémath 4/45

De là nait alors cette question : pour un nombre quelconque

donné D, comment déterminer la multitude des nombres qui

lui sont inférieurs et en même temps premiers. Ce qui peut

être présenté plus facilement, le symbole πD désigne cette

multitude de nombres inférieurs à D, et qui n’ont avec lui

aucun diviseur commun. Et ainsi tout d’abord il est clair que

si D était un nombre premier, on aurait πD = D-1 (trad. FL).

Les suites de Farey Leonhard Euler (1707-1783)

Speculationes circa quasdam insignes proprietates numerorum (1784)
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Indicatrice d’Euler 1734Les suites de Farey
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Les suites de Farey Indicatrice d’Euler

{ }( ) 0 pgcd( , ) 1n Card m n et m nφ = < < =

1 1
(72) 72 1 1

2 3
φ    = ⋅ − ⋅ −   

   

L’indicatrice d’Euler φ(n) 
est le nombre de 

nombres premiers 
strictement inférieurs à n.
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Imprimé à Londres de 1704 à 1841.

« Entertaining Particulars Peculiarly adapted

for the Use and Diversion of the fair-sex » 

Edition de 1747

En 1751, Flitcon: 3003

Les suites de Farey
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Les suites de Farey Flitcon 1751
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Les suites de Farey Haros

En 1801, Gaspard de Prony (1755-1839) utilise, pour établir de 

nouvelles tables de logarithmes, de récentes théories sur le partage du 

travail. Il constitue un groupe de mathématiciens qui fournit les formules 

au groupe de calculateurs, qui transmet lui-même ses feuilles de calcul à 

une équipe de vérificateurs.

Charles Haros participa aux deux premiers groupes mais fut plus célèbre 

pour une table de conversion entre fractions et nombres décimaux. Il 

redécouvre en fait un algorithme de calcul déjà établi par Nicolas 

Chuquet (vers 1450-1488) avec sa règle des nombres moyens.

Sir John Farey (1766-1826), un géographe anglais inconnu, remarqua 

une propriété des suites de Haros qui fut développée par Cauchy.

Pas de malus pour Farey
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Les suites de Farey

Une suite de Farey Fn est l’ensemble des nombres rationnels  p/q, 

avec p et q premiers entre eux et 0 < p < q < n, ordonnés par taille. 
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F

 =  
 

99

0 1 98 1
, ,...,?,..., ,

1 99 99 1
F

 =  
 

L(1) = 2 L(2) = 3

L(4) = 7L(3) = 5

L(99) = ?



Si                                      (entiers naturels), alors la 

médiante (Haros) ou médiation (Lucas) est intermédiaire: 
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Les suites de Farey Propriétés

0
a c

bc ad
b d

< ⇔ − >

< ⊕ <a a c c

b b d d

a a c c

b b d d

α β
α β

+< <
+

Démonstration algébrique : calcul pur ou barycentrique!

a c
b d

a c b a d cb d

b d b d b d b b d d

+
⊕ = = ⋅ + ⋅

+ + +



a

θ
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Les suites de Farey Propriétés

b
tan( )

a

b
θ = Pente croissante avec l’angle

Démonstration géométrique : simple!

a

c

a+c

b+dbd
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Les suites de Farey Propriétés

1 1 1

x y x y
⊕ =

⊕
x x y y< ⊕ <

Eléments de +ℚ

( ) ( ) ( )n n x n y n x y∀ ∈ + ⊕ + = + ⊕ℕ

, , ( ) ( ) ( )n x y n n x n y n x y∀ ∈ ≤  − ⊕ − = − ⊕ℕ

0 1 voisins 1
a c

bc ad
b d

≤ < ≤ ⇔ − =

Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ... 

1

2 3

1 1 2 3 5
, , , , ,..., , ,...

2 3 5 8 13

n n

n n

ϕ ϕ
ϕ ϕ

+

+ +
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Ensemble de Farey Constructions

0 1 1

1 1 2
⊕ =

F1

F2
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F3

Ensemble de Farey Constructions
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Ensemble de Farey Constructions

F4

X

(4) 2φ =(3) 2φ =(2) 1φ =
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Les suites de Farey Voisinage

0 1 voisins 1
a c

bc ad
b d

≤ < ≤ ⇔ − =

( ) sin( )
a c

u v k ad bc k u v k
b d

θ∧ = = − = ⋅ ⋅
� � �� �

Produit scalaire: 

cos( )u v ac bd u v θ⋅ = + = ⋅ ⋅� �

( , )u a b=�

( , )v c d=�

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )u v u v ad bc ac bd a b c d∧ + ⋅ = − + + = + ⋅ +� � � �

( )2 2 2 2u v u v u v∧ + ⋅ = ⋅� � � �

θ

Pythagore

1 1
sin( )

2 2
S hu uv θ= =

h

Produit vectoriel:



a = 3

d = 4

c = 1

b = 2O

C

B

A

K

JI

L
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Les suites de Farey

B
S I 1 10

2
= + − =B 4= I 9=

PICK (1899)

S 10ad bc= − =

= surface OABC 
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Ensemble de Farey Brocoteraie

C A B= ⊕

1 2

1 4

1 3

3 5

2 5

1 5

2 3

3 4

4 5

( ) :kϕ 1 22 4 2 6 4 6

41 2 3 65
k

7 8 9 10 11O

A

B

C

B
S I 1

2
= + −

B 4=

I 0=
S 1=

PICK (1899)
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Ensemble de Farey Brocoteraie

A ( , )b a= B ( , )d c=

A C A B B< = ⊕ <

A A C C C B B< ⊕ < < ⊕ <

A C ( , )n m nb md na mc⊕ ⊕⊕ = + +

Chaque brocotier irreductibilis est le sommet d’une bande délimitée par les 

droites de Bezout: 1px qy− = ±
droites rouge A B ( , )

k
kq b kp a

⊕⊕ = + +
B C ( , )k kq d kp c⊕ ⊕ = + +droites bleues

0px qy− = points intérieurs  (kq, kp)k≥2 cachés par « l’arbre » C = (q, p) 

1px qy− =
1px qy− = −
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Les suites de Farey Propriétés

La longueur d’une suite de Farey est donnée par la formule:

1F F ( )n n nφ−= +

2

2

3
Fn

n

π
≈

1

F 1 ( )
n

n
k

kφ
=

= +

Chaque bande fournit donc environ deux tiers de ses points à la

brocoteraie. Puisque chaque brocotier appartient à une bande et

une seule, et que le nombre de fractions de dénominateur inférieur

ou égal à n est asymptotiquement égal à :

2( 1) 2 2n n n− ≈ 2F 3n n≈

En fait: 
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Les suites de Farey Achille Brocot (1817-1874)

Célèbre horloger inventeur d’un système d’échappement.

Restauration de pendules astronomiques  reconstituer des vitesses de 

rotation de mécanisme avec un nombre limité d’engrenages.

Problème semblable à l’approximation d’un réel par une fraction.

Les ensembles de Brocot sont obtenus par médiations itératives en partant des 

fractions 0/1 et 1/1.

Itération comme pour les suites de Farey : 2n + 1 fractions à la n-ième itération.

Ensemble de Farey = fractions de dénominateur        .

Pas de Farey sans Brocot.

Itérations représentées par l’arbre binaire suivant.

n≤
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Les suites de Farey Brocot - Stern

1858

5
BRRB GDDG

7
= =

B : Bleu

R : Rouge

G : Gauche

D : Droite
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[ ]0 0 1

1
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1
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n

n

x a a a a

a

a

a

= + =
+

+
+

Théorème de Lucas

Le rationnel 

apparait pour la première fois dans la suite de Farey d’indice :    

Tout rationnel apparait dans une suite de Farey.

0

n

i
i

n a
=

=

Les suites de Farey Fractions continues
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0

1

1

1

1
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'n

x a

a

a x

= +
+

+
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1

1

1

1
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'n

y a

a

a y
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+

+
+
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1

1

1

1
...

' 'n

x y a

a

a x y

⊕ = +
+

+
+ ⊕

Les suites de Farey Fractions continues
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1 16
2

1 7
3

2

x = + =
+

2 3 2

0

1

1

0

1

1

9

4

2

1

7

3

16

7

3

1

5

2

Les suites de Farey Fractions continues

1

0
⊕ =

2

1
⊕ =

2

1
⊕ =2

1
⊕ =

7

3
⊕ =1

0
⊕ =

7

3
⊕ =
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Les suites de Farey Fractions continues

Nombre d’or
1

1 1φ
φ

 = + =  

0/1

1/0

1/1

2/1

3/2

5/3

8/5

13/8
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0

1

97

42

7

3

1

0

2

1
30

13

418

183

1

0

1

2

13

30

183

418

42

97

3

7

0

1

1

1

1

1

29

67

16

37

2

5

1

3

67

29

37

16

5

2

3

1

16

7

23

10

321

141

141

321

99

224

224

99

4

9

7

16

127

55

10

23

55

127

9

4

2 3 4 3 4

2 3 4 3 4

Fractions continues

1
2 2,3, 4

1
3

1
4

1
3

4 ...

x  = + =  
+

+
+

+

1 1
0 0, 2,3,4y

x x
 = = + =  

4 3

3
x =

418

183
= Approximation

de x à 1% près
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Les suites de Farey Hypothèse de Riemann

1 1

1 1
( )

1s s
n p

s
n p

ζ
∞

−
= ∧

= =
− ∏

(1 ) nB
n

n
ζ − = −

2 1 0nB + = ( 2 ) 0nζ − =

Hypothèse de Riemann

1
( ) 0 Re( )

2
s sζ =  = (pour )s ∉ℤ

Fonction dzêta de Riemann

Bn : nombre de Bernoulli
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Les suites de Farey Hypothèse de Riemann

1

1 ( )

( ) s
n

n

s n

µ
ζ

∞

=

=
1

0 1
( )

( 1) 1
i

k
i

i k
i i

si
n p

si i

α α
µ

α=

∃ >
= =  − ∀ =


1

M( ) ( )
n

k

n kµ
=

= (6) 1 ( 1) ( 1) 0 ( 1) 1 1M = + − + − + + − + = −

Hypothèse de Riemann 
(1 2 )( )M n Cn ε+≤

µ : fonction de Möbius

M : fonction de Mertens
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Les suites de Farey Hypothèse de Riemann

L( )
k k

k
d f

n
= −

4

0 1 1 1 2 3 1
F , , , , , ,

1 4 3 2 3 4 1

 =  
 

( )
(1 2 ) (1 2 )

1

M( )
L n

k L M

k

d C n n C n Riemannε ε+ +

=

≤ ⇔ ≤ ⇔

Suite de Farey Fn de longueur L(n) et de terme général fk.

Différence: 

L(4) 7=



25/01/2018 F. Lavallou PlayMaths Kafémath 32/45

Ford et Farey Représentations

0 11

2

1
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1
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1
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R2

(H)

(H)

R1

r

C0

C2

C1

C

T

r

Lieu des centres des cercles tangents à C1 et C2?

1 2 1 2 1 2R Rd d CC CC cste− ≡ − = − = Hyperbole (H)
(bissectrice d’un secteur angulaire)
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ReprésentationsFord et Farey

0 11
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3

R2

(H)

(H)

R1

r

C0

C2

C1

C

T

r

R → ∞ cercle  droite hyperbole   parabole

centre foyer
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ReprésentationsFord et Farey

Pour la fraction a/b, cercle tangent à la droite y = 0 de centre (a/b, 1/2b2)

Si la fraction c/d est voisine de a/b          ,

alors la parabole passe par le point (c/d, 1/2d2)

( 1)bc ad− =

Les cercles de Ford associés à des fractions de Farey 

consécutives sont tangents entre eux et à la droite des abscisses.

Tri des ensembles de Farey par les rayons!

A deux centres situés sur une parabole de part et d’autre de son point 

de tangence (p, q) à l’axe des x correspondent deux fractions de somme 

de Farey égale à (p, q). 
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ReprésentationsFord et Farey
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ReprésentationsFarey
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ReprésentationsFarey
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ReprésentationsFarey



25/01/2018 F. Lavallou PlayMaths Kafémath 39/45

sphèresFord et Farey
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MandelbrotFarey fractions fractales
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Mandelbrot
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Mandelbrot
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Mandelbrot

⊕ =2 3 5

5 7 12
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Farey    vaut bien une messe!


