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« L'ancienne » géométrie du triangle

Hippocrate de Chios
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Généralisation (F. sammarcelli)

/3

S
pus |
-
=
S
|
pum |
0
\Y
-
Q)
pus |
U
-
w

14 Novembre 2013 Kafémath Francois Lavallou



« L'ancienne » géométrie du triangle

THALES

AB AC
AB  AC
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« L'ancienne » géométrie du triangle

THALES
AB AC
AB  AC

|

AB" AC" BB"
AB' AC CC"
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Ménélaiis

PB_RC_QA _

PC RA OB

=+1
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Ménélaiis

UB VC WA _
UC VA WB

B a U C
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Médiatrices
A
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Hauteurs
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Médianes
Affinité conserve: alignement-concourances
ne conserve pas: angle (orthogonaliteé)
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« L'ancienne » géométrie du triangle

OH!

SO - SH isogonales
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Inscrit - Gergonne

14 Novembre 2013 Kafémath Francois Lavallou 14



« L'ancienne » géométrie du triangle

Droite d'Euler
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dEuler

Droites classiques
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Simson - Steiner
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Théoréme de Napoléon

51
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« L'ancienne » géométrie du triangle

Miracle de Morley
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La « nouvelle » géométrie du triangle

Regain d'intérét pour la géométrie du triangle
Avs depuis les années « 80 ».

-

N

Rappels : systemes de coordonnées
Isoconjugaison : transformations isotomique et isogonale
Lois de groupes : Triangle, Cubique

Exemples
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Notations de Conway

Triangle AABC de surface S/2.

Pour tout angle 6, on note : S, = S.cot(0)

De la loi des cosinus, nous obtenons :
S,=(b%2+c2-a?)/2=b.c.cos(A) Sy=(c2+a?-b?)/2 S =(a2+b2-c?)/2

(5,4 = puissance de A par rapport au cercle de diamétre BC)

On note : S, = 5,5,

Relations de Conway :

a2 = S,+S, ; b2 = S+5, ; ¢2 = §,+5,

S,+Sp+S, = (a?+b2+c?)/2 = S, (west angle de Brocard)

Spc * Scp * Spp = S?
Sasc = 52.5,-a?b3c?

Distance :

Le carré de la distance entre deux points de coordonnées barycentriques
absolues P=(x:y:z) et Q=(u:v:w) est donné par

d(P,Q)? = S,(x-u)?+Sg(y-v)?+S(z-w)?
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Systéemes de coordonnées

Coordonnees trilinéaires: P(u,v,w) avec au+ bv+ cw= S X(0:y:2)
Coordonnées barycentriques: P(x:y: 2 > Y(x:0:2
ﬁ Z(x:y:0)

A(x) i

Théoréeme de CEVA:

XC _YA_ZB XC__Y

XB VG zAT T T XB 2
YA_ Z
YC X
B _ X
Ay
C(z)
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Systémes de coordonnées

Coordonnées barycentriques S=2AABC Sy=APBC S,=APCA S,=APAB
Coordonnées homogénes: P=(x:y: d=(AXxAVyA 2

A La surface de triangles de méme hauteur
est proportionnelle a leur base:

y _AZCA_AZPA_AZCAA ZPA &
X AZBC AZBP AZBCGA ZBP H

Mutatis mutandis :

P=(Xx:y:2=(S: $: 9=( au bv ¢
U

Coordonnées trilinéaires:

P=(uVv,wW avec au+bv+ cw= S
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Triangle pédal (Cevian triangle)

Le triangle A'B'C' est le triangle cévien du triangle ABC.
Le triangle ABC est le triangle anticévien du triangle A'B'C’.

La cévienne Cy est I'ensemble des points : R(u) = (x:u:z).

A Pour les points : Q(u) = (u:y : z)
R(v) = (x :v:2)
Sw) =(x:y:w)

(x:y:0)=C' Les céviennes AQ, BR, CS

ont pour point commun :

P=(x:y:z)

A'=(0:y:z)
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Triangle podaire (Pedal triangle)

Le triangle A'B'C’' est le triangle podaire du triangle ABC / P
Le triangle A"B"C" est le triangle antipodaire du triangle ABC / O
Le triangle A"B"C" est le triangle anticévien du triangle ABC / K
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Calcul barycentrique

Point de Nagel
AP= AQ
4
AB+ BT, = AC+ C], =
d
BTo,=s—-c
CT,=s-Db
To,=( 0 : s-b: s ¢
Tg=(s—a: 0 : s 9@
Tc=(s—a: ssb: 0)
d

Na=(s—a: s b: s
SNa=(s- a A(s pB( s )cC
sNa= g A+ Bt —( aA bB c[
sNa=3sG- 2 sl
Na=3G- 2|
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Triangle en perspective

Triangle ABC en « perspective » avec le triangle médian A'B'C’ via le
« centre de pespective » 6.
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Céviennes isomodales :

OA"=k.R.cos(A) OB"=k.R.cos(B) OC"=k.R.cos(C)

Le centre de perspective des triangles ABC et A"B"C"
Se situe sur la droite d'Euler de ABC.

X§x
§ — O
T®O0

; A"
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Centres du triangles

Point du triangle dont la position relative par rapport aux sommets
est invariante par similitude (rotation, symétrie, homothétie).

Remarque: /es points de Brocard ne sont pas répertoriés parmi les « Triangle Center ».

Fonction centrale: fonction f(a, b,c) homogene et bisymétrique (/(b,c)).
flaibld=A"f(ahd f(abo=f(agh

Centre de triangle: P = (f(a,b,c):f(b,c,a):f(c,a,b)) = [f(a, b,c)]

X1 | Centre du cercle inscrit a:b:c Xs | Pointde Lemoind K a’:p’:c?
Centres N -aib:c Points symmédians | K, a2 b?: 2
des i
| | ls a b c (Lemoine) - .
cercles exinscrits extérieurs B a“:b°:c
lc a:b:<c
Ke a2: p?: c?
X5 Centre de gravité ¢ 1:1:1
X7 | Pointde GegonngGe| (s-b)(s-9:(s ¥ s x( s ¥ s )b
X5 | Centre du cercle circonsciitO [az(bz +c2— aZ)J
Xg Point de Nagel | N3 s—a:s— b s c
X4 Orthocentre H 2 012 2\(a2_ |2 _
[(a b7 -c)(at- b+ Cﬂ Xo | MittenPunkt | M| ab+c-g:lct a b €a b
Xs| Centredu cercle dEuler|] & acos(B-C):bcosC- A):ccos@ B)| | X, | Centre de Spiekef Sp b+cicta atb
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Multiplication de points du triangle
Xi=(0:y;:21) X;=(0:y,:2,)

X,H//AB et X,K//AC :
BX, HA gz BX, KB 3

AP coupe BC en X tel que:

BX CH _AK_ BX ¥ ¥, _
XC HA KB XC z 2

BX _ 7%
XC w¥%
=( 0 : y1v,

14 Novembre 2013 Kafémath Francois Lavallou
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Multiplication de points du triangle
X=(0 :y1¥, 1 212,) Y=(xy%x,: 0:22,) Z=( X%, : y,y,:0)

A

Produit de deux points:

Pi.Po=( XX, ¢ y1Y, ¢ 212, )

J

Loi de groupe

(pour tout point nappartenant pas
au périmétre du triangle)

Elément neutre : 6=(1:1:1)
Inverse : P-1=(1/x:1/y:1/z)
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Multiplication de points du triangle
Racine Q d'un point P : Q.Q = P
Triangle rectangle ACY": (YY")2 = AY.YC —>(AY/YY")? = AY/YC

Bissectrice Y'Y" : AY'/Y'C = AY"/Y"C = AY/YY" = AY/YC
yll

P=(x:y:z) = ¥Y=(x:0:2)
Y'=(@\{x:0:z)

7
6=(1:1:1)
I=(a:b:c)
K=(a2:b2:c?)

=]
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Conjugaison isotomique

Transformation involutive (hors périmétre) :
P=(x:y:z)>t=(1/x:1/y:1/z)
Point invariant : 6=(1:1:1)

Quel que soit P, P.1P=6,
A élément neutre de la multiplication.
" On note parfois : tP=P-1.
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Conjugaison isogonale
Transformation involutive (hors périmétre) :

P=(x:y:z)>gP=(a¥x:b?/y:c?/z) => P.gP=K=TI2

O

(sin(2A):sin(2B):sin(2C))
Point invariant :
I=(a:b:c) gO = (a?/sin(2A):b?/sin(2B):c2/sin(2C))
= (a/cos(A):b/cos(B):c/cos(C))
= (tan(A):tan(B):tan(C)) = H

A
c b
B C
a
a _ b _ ¢
sin(A) sin(B) sin(C)

14 Novembre 2013
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Conjugaison isogonale
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Conjugaison isogonale

A Ellipse de Steiner
Y Théoreme de Marden
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Conjugaison isogonale de la droite d'Euler

PP, Hyperbole de Jerabek ™ -
\1‘ - ~

“N Circumconique conjuguée N

isogonale de la droite d’'Euler ..

Hyperbole de Jerabek
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Exemples d'applications

Probléeme :

Pour un triangle donné, construire le point Q dont les distances aux cotés
sont proportionnelles a la racine carrée de la longueur de ces cotés.

Coordonnées trilinéaires : Q = (J/a :v/b :yc )
Coordonnées barycentriques : Q = (a3%/2:b3/2:¢3/2) = \JI.K

Probléme :
Construire Q = (sin(A/2):sin(B/2):sin(C/2))

Sin2(A/2)=(1+cos(A))/2=(s-b)(s-c)/(bc)=[(s-a)(s-b)(s-c)/(abc)].[a/(s-a)]

—> Q2 = (a/(s-a):b/(s-b):c/(s-c)) = I.Ge

avec Ge = (1/(s-a):1/(s-b):1/(s-c)) = tNa
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Exemples d'applications

Probléeme :

Construire un point P d'ou les paralléles menées aux cotés
les coupent en des segments égaux.

Soit P = (x:y:z), c'est-a-dire P = xA+yB+zC avec x+y+z=1.

La paralléle a BC détermine un segment de longueur (1-x)a (Thales).

Si les trois segments sont égaux, nous avons :
(1-x:1-y:1-z)=(1/a:1/b:1/c)=tI=I-!

Par suite, I-! = [(1-x)A+(1-y)B+(1-2z)C])/2 = (36-P)/2

D'ou : P =36-2I-!

14 Novembre 2013 Kafemath Francois Lavallou



Exemples d'applications

Centre de gravité P du périmeétre d'un triangle
Q\@@%f%f Le centre de gravité de chaque coté se situe en son milieu avec pour poids sa longueur.
K
N

A un facteur de normalisation pres :
P=a(B+C)+b(C+A)+c(B+A)=(b+c)A+(a+c)B+(a+b)C <«—> P = (b+c : c+a : a+b)
P=(a+b+c)(A+B+C)-(aA+bB+cC)=6s.6-2s.I Avec normalisation :| P = (36-I)/2

Le point X3; a pour coordonnées trilinéaires (b+c : c+a : a+b).

= | X,,=I.P=(3I-K)/2

A'B'C’ est le triangle cévien de I.
6, (63, G,) est le centre de
gravité du triangle AB'C' (A'BC’, A'B'C)

X5, est le « perspecteur »
des triangles ABC et 6,6,6,

14 Novembre 2013 Kafemath Francois Lavallou 38



Exemples d'applications

Isoconjugués des points de Nagel et Gergonne

Na = (s-a : s-b : s-c) et Ge = tNa

Nous avons vu que : [sin2(A/2)] = [a/(s-a)]
—> gNa = [a.sin?(A/2)] = [a(1-cos(A))]
Au facteur de normalisation pres :

gNa = a(1-cos(A))A+b(1-cos(B))B+c(1-cos(C))C
gNa = aA+bB+cC-(a.cos(A)A+b.cos(B)+c.cos(C)C)
gNa = 2s.I-(2rs/R).O

—> gNa = (R.I-r.0)/(R-r)
Le méme type de calcul donne : g6e = (R.I+r.0)/(R+r)

Les conjugués isogonaux des points de Nagel et Gergonne
divisent harmoniquement le segment OI dans le rapport
des rayons des cercles inscrit et exinscrit du triangle.

14 Novembre 2013 Kafemath Francois Lavallou
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Exemples d'applications
Mittenpunkt X, Xy = [a(s-a)] = I.Na

?
UYL Centre de perspective I I
L7 des triangl g B
- 4 gles I
: ABC et I,I,I,. ' T
Q\ ;' R
a(s-a)A+b(s-b)B+c(s-c)C S A e
= s(aA+bB+cC)-(a2A+b2B+c2(C) I O ','
C
> (Xo, I, K) alignés -.. ol
e B’
= (s-b)+(s- 5 ’
a = (s-b)+(s-c) C S
Symétrisation :
a(s-a) + (s-b)(s-¢) o __ C
= (s-a)(s-b)+(s-b)(s-c)+(s-c)(s-a) B? A’ 1|ll 0 Q\:' S
|
1 .9
Puisque [(s-b)(s-c)] = Ge = X, ',' ' ©
> (X,. 6, Ge) alignés - \
é \
Le Mittenpunkt est a l'intersection 5
des droites 6Ge et IK. ol,
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Structures de groupes sur les cubiques

K cubique non singuliere (sans nceud, sans point de rebroussement,).

M)

e A chaque point O de K correspond une structure de groupe.
s/

Opération P.Q : commutative, non associative

(P.Q).P=Q
P.Q=R.Q <« P=R
PQ=R < P=R.Q

Loi de groupe: | P+Q=(P.Q).O

(commutative)

Elément neutre : O
Inverse : -P = P.N
Q=P.N — P+Q=(P.(P.N)).O=N.0O=0

En particulier, -N = N;.
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Structures de groupes sur les cubiques

Théoréme:

3k points P, d'une cubique K sont sur une courbe d'ordre k

3k

si et seulement si > R =kN
i=1

k=1 Trois points P, d'une cubique sont
alignés ssi P1+P2+P3 = N.

k=2

Géométrie (Hexagramme de Pascal)

Six points P,Q,R,S,T,U d'une cubique K.
X=P.Q, Y=R.S, Z=T .U

Alors, P,Q,R,S,T,U sont sur une conique
ssi X,Y,Z sont aligneés.

Théorie des groupes

Six points P,Q,R,S,T,U d'une cubique K.
P+Q+X = N ; R+S+Y =N ; T+U+Z = N
Alors, P+Q+R+S+T+U = 2N

ssi X+Y+Z = N.

14 Novembre 2013 Kafémath
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Théorémes sur une cubique K

Version géométrique Version Théorie des groupes
Soient P1, P2, P3, P4 de K. P1+P2+P3+P4+P5+P6=2N
Si une conique variable coupe KenP1, ..., P6, et P5+P6+Q=N

alors la ligne P5P6 passe par un point fixe Qde K. 3 Q=-N+P1+P2+P3+P4

Si une conique intercepte KenP1, ..., P6, P1+P2+P3+P4+P5+P6 = 2N

alors les points tangentiels Q1, ... , Q6 2Pi+Qi = N i=1,...,6

sont sur une autre conique. 2> Q1+Q2+Q3+Q4+Q5+Q6=2N
Une conique est tritangente a Ken P, Q, R 2P+P'=N, 2Q+Q'=N, 2R+R'=N
ssi les tangentiels P', Q', R" sont alignés. 2P+2Q+2R=2N & P'+Q'+R'=N
Soient C1 une conique tritangente a K 2P+2Q+2R = 2N

en P, Q, R et C2 une autre conique qui P+Q+R+P'+Q'+R' = 2N
intercepte KenP, Q,R, P, Q', R'. > 2P'+2Q'+2R’ = 2N
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Isocubiques a pivot pK(Q,P)

Les isocubiques sont des courbes anallagmatiques
(invariantes par transformation de pole Q).

RN,

¥p» Sielle admet un pivot P, un point Q de pK(Q,P) est aligné avec le pivot P
et son Q-conjugué.

Pour P= (u:v:w) et Q = (p:q:r), son équation barycentrique est :

ux(ry?-qz2)+vy(pz?-rx2)+wz(qx?-py?) = O

La cubique passe par les sommets du triangle.
Ses tangentes en A, B, C et P concourent au conjugué de P :

P*z(p/u;q/v:r‘/W)

Etude de deux cubiques particuliéres:

KOO4 = pK(X6,X20) = Cubique de Darboux
KOO7 = pK(X2,X69) = Cubique de Lucas
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Cubique de Lucas
Cubique isotomique KOO7 = pK(X,, X¢o)
Pole X, = 6 = (1:1:1)  Pivot X4 = tH =[b?+c?-a?]

(b2+c2-a?)x(y?-z2)+(c2+a?-b?)y(z?-x?)+(a?+b2-c?)z(x%-y?) = O

aH = X5 = (Xgo);

Point de concours
des tangentes :

P* = tX,, = H

-
-
—
-

-
= = OSS

14 Novembre 2013 Kafémath Francois Lavallou
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Cubique de Darboux
Cubique isogonale KOO4 = pK(X,, X,0)

Péle X, = K = g6 = (a2:b2:c2)

Pivot X,5 = L
[2a?(b2+c?)+(b?-c?)?-3a4]

[(2a2(b2+c?)+(b2-c2)2- 3a*)x(c2y2-b2z2)] = O
14 Novembre 2013 Kafémath Francois Lavallou 46




Relation Darboux Lucas

K004

14 Novembre 2013 Kafémath Francois Lavallou
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Cubiques du Triangle : KOO1 a KO10
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Cubiques du Triangle : K100 a K110
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