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ProblProblèème dume du

plus petit cube magique parfaitplus petit cube magique parfait

�� ““Is there a perfect magic cube of order 5? Is there a perfect magic cube of order 5? 

No one knows.No one knows.””

Martin GardnerMartin Gardner
ScientificScientific AmericanAmerican (1976)(1976)

Time Travel and Other Mathematical BewildermentsTime Travel and Other Mathematical Bewilderments (1988)(1988)

(ici en 1988)



Ordres 1 et 2Ordres 1 et 2

�� RRééglons une fois pour toute le sort de ces deux ordresglons une fois pour toute le sort de ces deux ordres
àà la fois pour les carrla fois pour les carréés et les cubes magiquess et les cubes magiques

�� Ordre 1Ordre 1
�� «« je suis magiqueje suis magique…… mais stupidemais stupide…… »»

�� Ordre 2Ordre 2
�� «« je suis un vilain copieurje suis un vilain copieur »»

si a + b = Ssi a + b = S
et si a + c = S,et si a + c = S,
…… alors b = calors b = c……

1

dc

ba



Cube magique dCube magique d’’ordre 3ordre 3

�� Il existe un seul carrIl existe un seul carréé magique dmagique d’’ordre 3ordre 3

�� Mais il existe quatre cubes magiques dMais il existe quatre cubes magiques d’’ordre 3 (aux rotations et symordre 3 (aux rotations et syméétries prtries prèès)s)

�� Même somme pour les nMême somme pour les n²² lignes, nlignes, n²² colonnes, ncolonnes, n²² piles et 4 grandes diagonalespiles et 4 grandes diagonales
�� S = n(nS = n(n33 + 1) / 2               pour l+ 1) / 2               pour l’’ordre 3 :  31 alignements avec S = 3(3ordre 3 :  31 alignements avec S = 3(333 + 1) / 2 = 42+ 1) / 2 = 42

�� Mais les petites diagonales ne donnent pas toutes la bonne sommeMais les petites diagonales ne donnent pas toutes la bonne somme
�� Exemple premier cube : 1 + 19 + 10 = 30 Exemple premier cube : 1 + 19 + 10 = 30 ≠≠ 4242

�� Un cube est dit Un cube est dit «« parfaitparfait »» ss’’il a en plus il a en plus toutestoutes ses diagonales magiquesses diagonales magiques
�� (3n(3n²² + 6n+ 6n + 4) alignements doivent donc donner la même somme S+ 4) alignements doivent donc donner la même somme S

�� Aucun des quatre cubes magiques existants dAucun des quatre cubes magiques existants d’’ordre 3 nordre 3 n’’est parfaitest parfait
�� Un cube magique parfait dUn cube magique parfait d’’ordre 3 est donc impossibleordre 3 est donc impossible
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Cube magique dCube magique d’’ordre 4ordre 4

�� 1640, Fermat envoie 1640, Fermat envoie àà Mersenne ce cubeMersenne ce cube

�� Il annonce Il annonce àà Mersenne 72 alignements magiquesMersenne 72 alignements magiques

�� Mais son cube nMais son cube n’’en a ren a rééellement que 64. Cellement que 64. C’’est quand même excellent, puisqueest quand même excellent, puisque
meilleur que les 3nmeilleur que les 3n²² + 4 = 52 alignements demand+ 4 = 52 alignements demandéés pour un cube magiques pour un cube magique

�� Un cube magique parfait dUn cube magique parfait d’’ordre 4 sera ensuite prouvordre 4 sera ensuite prouvéé impossibleimpossible

�� Richard Richard SchroeppelSchroeppel prouve mathprouve mathéématiquement en 1972 qumatiquement en 1972 qu’’il estil est
impossible que les 3nimpossible que les 3n²² + 6n + 4 = 76 alignements soient magiques+ 6n + 4 = 76 alignements soient magiques



Histoire desHistoire des

cubes magiques parfaitscubes magiques parfaits

Presque parfait, par Fermat, 1640Presque parfait, par Fermat, 1640Impossible, SchroeppelImpossible, Schroeppel

ImpossibleImpossible

Walter TrumpWalter Trump

RRéévvéérend A.H. Frostrend A.H. Frost

GustavusGustavus FrankensteinFrankenstein

(nombreux autres)(nombreux autres)

Christian BoyerChristian Boyer

SchroeppelSchroeppel: s: si solution, centre=63i solution, centre=63
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Pb de Martin GardnerPb de Martin Gardner

19721972
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Premier parfait connuPremier parfait connu
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Le plus petit cube magique parfaitLe plus petit cube magique parfait

�� La rLa rééponse au problponse au problèème me 
de Gardner est de Gardner est «« YesYes »» !!

�� Cube trouvCube trouvéé en nov. 2003,en nov. 2003,
avec Walter Trumpavec Walter Trump

�� Tous les entiersTous les entiers
de 1 de 1 àà 125 (= 5125 (= 53 3 ))

�� Son centre est 63Son centre est 63

�� Ses 109 alignements ont Ses 109 alignements ont 
la même sommela même somme
éégale gale àà 315 :315 :
�� 25 lignes25 lignes

�� 25 colonnes25 colonnes

�� 25 piles25 piles

�� 4 grandes diagonales4 grandes diagonales

�� 30 petites diagonales30 petites diagonales



Nombreuses retombNombreuses retombééeses

�� Article signArticle signéé dans dans La RechercheLa Recherche

�� Grandes satisfactionsGrandes satisfactions

�� Annonce par Eric Weisstein, Annonce par Eric Weisstein, MathWorldMathWorld Headline NewsHeadline News

�� Beaux articles dans Beaux articles dans Le FigaroLe Figaro, , Le PointLe Point, , ……

�� Couverture dCouverture d’’un livre mathun livre mathéématique ammatique amééricainricain

�� Lettre sympathique de Martin GardnerLettre sympathique de Martin Gardner

�� Mais un curieux mMais un curieux méélange de joie et dlange de joie et d’’amertume avecamertume avec

�� La une du La une du MondeMonde…… qui titre :qui titre :

�� «« Une dUne déécouverte mathcouverte mathéématique qui ne sert matique qui ne sert àà rienrien »»



ProblProblèème dume du

carrcarréé de carrde carrééss

�� ““Martin Martin LaBarLaBar, in , in The College Mathematics JournalThe College Mathematics Journal, , 
January 1984, asked if a 3x3 magic square exists with January 1984, asked if a 3x3 magic square exists with 
nine distinct square numbers. (nine distinct square numbers. (……) Neither such a square ) Neither such a square 
nor a proof of impossibility has been found. (nor a proof of impossibility has been found. (……) I here ) I here 
offer $100 to the first person to construct such a square.offer $100 to the first person to construct such a square.””

Martin GardnerMartin Gardner
QuantumQuantum (1996)(1996)

a² b² c²

d² e² f²

g² h² i²



4x4 ? 5x5 ?

CarrCarréés de carrs de carrééss

�� 1770 : carr1770 : carréé 4x4 de carr4x4 de carréés ds d’’Euler envoyEuler envoyéé àà LagrangeLagrange

�� Puis Euler publie sa mPuis Euler publie sa mééthode, secret du carrthode, secret du carréé envoyenvoyéé àà LagrangeLagrange
(a, b, c, d, p, q, r, s) = (5, 5, 9, 0, 6, 4, 2, (a, b, c, d, p, q, r, s) = (5, 5, 9, 0, 6, 4, 2, --3)3)

�� 2005 : carr2005 : carréé 5x5 dans mon article du 5x5 dans mon article du MathematicalMathematical IntelligencerIntelligencer

Bibliothèque de l’Institut de France
Photo C. Boyer

68² 29² 41² 37²

17² 31² 79² 32²
59² 28² 23² 61²

11² 77² 8² 49²

1² 2² 31² 3² 20²

22² 16² 13² 5² 21²

11² 23² 10² 24² 7²

12² 15² 9² 27² 14²

25² 19² 8² 6² 17²

(+ap+bq+cr+ds)² (+ar–bs–cp+dq)² (–as-br+cq+dp)² (+aq–bp+cs–dr)²

(–aq+bp+cs–dr)² (+as+br+cq+dp)² (+ar–bs+cp-dq)² (+ap+bq–cr–ds)²

(+ar+bs–cp–dq)² (–ap+bq–cr+ds)² (+aq+bp+cs+dr)² (+as–br–cq+dp)²

(–as+br–cq+dp)² (–aq–bp+cs+dr)² (–ap+bq+cr–ds)² (+ar+bs+cp+dq)²

?
a ² b ² c ²

d ² e ² f ²

g ² h ² i ²



Solution 3x3 proche avec 9 carrSolution 3x3 proche avec 9 carrééss

�� Obtenu par informatique, et indObtenu par informatique, et indéépendammentpendamment
�� 1996 : Lee Sallows, Universit1996 : Lee Sallows, Universitéé de de NijmegenNijmegen, Pays, Pays--BasBas

�� 1996 : Micha1996 : Michaëël Schweitzer, Gl Schweitzer, Gööttingen, Allemagnettingen, Allemagne

�� OK pour les 9 entiers carrOK pour les 9 entiers carréés,s,
maismais…… 7 sommes7 sommes correctes sur correctes sur 88
�� S2 = 21609 pour 3 lignes, 3 colonnes, 1 diagonaleS2 = 21609 pour 3 lignes, 3 colonnes, 1 diagonale

(tiens, (tiens, éépatant, cette somme est aussi un carrpatant, cette somme est aussi un carréé = 147= 147²², pourquoi ?), pourquoi ?)

�� HHéélas S2 = 38307 pour llas S2 = 38307 pour l’’autre diagonaleautre diagonale

�� Beaucoup dBeaucoup d’’autres solutions connues avec 7 sommes correctesautres solutions connues avec 7 sommes correctes

127² 46² 58²

2² 113² 94²

74² 82² 97²



Edouard Lucas a Edouard Lucas a ééttéé le premierle premier

àà proposer le problproposer le problèème 3x3me 3x3

�� En 1876, dans la rarissime revueEn 1876, dans la rarissime revue
Nouvelle Correspondance MathNouvelle Correspondance Mathéématiquematique

du mathdu mathéématicien belge Eugmaticien belge Eugèène Catalanne Catalan

�� Donc plus dDonc plus d’’un siun sièècle avant Martin cle avant Martin LaBarLaBar
àà qui Martin Gardner attribuait le problqui Martin Gardner attribuait le problèèmeme

�� Solution paramSolution paraméétrique dtrique d’’un carrun carréé semisemi--magiquemagique

�� 66 sommes correctes S2 = (psommes correctes S2 = (p²²+q+q²²+r+r²²+s+s²²))²²

(p² + q² – r² – s²)² [2(qr + ps)]² [2(qs – pr)]²

[2(qr – ps)]² (p² – q² + r² – s²)² [2(rs + pq)]²

[2(qs + pr)]² [2(rs – pq)]² (p² – q² – r² + s²)²



Plus petits carrPlus petits carréés possibless possibles

avec la mavec la mééthode de Lucasthode de Lucas
�� 66 sommes (3 lignes, 3 colonnes)sommes (3 lignes, 3 colonnes)

�� (p, q, r, s) = (1, 2, 4, 6)(p, q, r, s) = (1, 2, 4, 6)

�� S2 = (1S2 = (1²²+2+2²²+4+4²²+6+6²²))²² = 57= 57²²

�� 88 sommes, Lucas prouve mathsommes, Lucas prouve mathéématiquement que sa mmatiquement que sa mééthodethode
ne permet pas un carrne permet pas un carréé entientièèrement magiquerement magique

�� 77 sommes (3 lignes, 3 colonnes, et 1 diagonale)sommes (3 lignes, 3 colonnes, et 1 diagonale)
Lucas nLucas n’’avait pas vu que sa mavait pas vu que sa mééthode le permettaitthode le permettait

�� (p, q, r, s) = (1, 3, 4, 11), on retrouve exactement le carr(p, q, r, s) = (1, 3, 4, 11), on retrouve exactement le carréé de Sallows de Sallows 

et Schweitzer !et Schweitzer !

�� Et cela explique pourquoi S2 y Et cela explique pourquoi S2 y éétait un carrtait un carréé

S2 = (1S2 = (1²²+3+3²²+4+4²²+11+11²²))²² = 147= 147²²

47² 28² 16²

4² 23² 52²

32² 44² 17²

127² 46² 58²

2² 113² 94²

74² 82² 97²



Solution proche avec 8 sommesSolution proche avec 8 sommes

�� Obtenu par informatique, et indObtenu par informatique, et indéépendammentpendamment
�� 1997 : Lee Sallows, Universit1997 : Lee Sallows, Universitéé de de NijmegenNijmegen, Pays, Pays--BasBas

�� 1997 : Andrew Bremner, Arizona State 1997 : Andrew Bremner, Arizona State UniversityUniversity, USA, USA

�� OK pour les 8 sommes (3 lignes, 3 colonnes, 2 diagonales),OK pour les 8 sommes (3 lignes, 3 colonnes, 2 diagonales),
maismais…… 7 entiers carr7 entiers carrééss sur sur 99
�� S2 = 3 S2 = 3 ·· centre = 3 centre = 3 ·· 425425²² = 541875= 541875

�� Seule solution connue de ce typeSeule solution connue de ce type

373² 289² 565²

360721 425² 23²

205² 527² 222121



Le problLe problèème reste ouvertme reste ouvert

�� Martin Gardner proposait 100$ pour un carrMartin Gardner proposait 100$ pour un carréé magique 3x3magique 3x3
utilisant utilisant 99 entiers carrentiers carréés distinctss distincts

�� Je propose Je propose «« travailler moins pour gagner plustravailler moins pour gagner plus »» !!
�� 10001000€€ + une bouteille de champagne pour un carr+ une bouteille de champagne pour un carréé magique 3x3 magique 3x3 

utilisant au moins utilisant au moins 77 entiers carrentiers carréés distinctss distincts
(diff(difféérent du seul exemple connu, et de ses rotations, symrent du seul exemple connu, et de ses rotations, syméétries et multiples ktries et multiples k²²))

�� CC’’est une de mes 12 est une de mes 12 éénigmes annoncnigmes annoncéées en 2010 totalisant 8000es en 2010 totalisant 8000€€

�� A suivre dans A suivre dans www.multimagie.comwww.multimagie.com


